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物性論

【問】近似法に関する以下の文章を読んで，設問 1)～5）に答えよ。

縮退のない系において，エルミート (Hermite)演算子であるハミルトニアン凡の固有値E?)
と固有関数叫°)がすでに得られていて

n。ゅ四＝Ei(°渾i(O) (i = 1, 2,…） （1) 

が成り立つ。この無摂動項凡に摂動項入仔を加えた新たなハミルトニアン

月＝R。+訊’(A*0) ・ (2) 

の固有値をEn, 固有関数を加と表記すると

n叫＝ En叫 (n= 1, 2,…） (3) 

が成り立つ。

島と叫を入（実数）の幕級数で展開して

烏＝年＋A副＋炉E;2)＋…（4) 

叫＝ゅ仰＋砂~1) +応犀＋… （5) 

と表し，（2),(4),(5)を(3)に代入して， Aの2次以上の高次項を無視すると

鰭翌ー E~゜)誓+ A(ロ-E~o)紺— E四1)硲）＝0 (6) 

が得られる。これより

二＝ E~O)t/J~l) + E~l)吟o) (7) 

が要請される。

ここでゅ~1) を凡の固有関数系{ui(°)}によって展開して

糾＝こ疇0) (8) 

i 

と表し，（8）を(7)に代入して

二＝屁°)こ伍o)+ E~l)外0) (9) 

とし，（9）の両辺に叫O)* （＊は複素共役を表す）を掛けて積分して整理すると

副＝H’nn(10)  

H'nn = J 誓＊ H’ゆ~o)dr= (nlfl'ln) ・ (drは体積素片） （11) 

を得る。これを用いれば， 1次摂動の範囲でのエネルギーを

烏＝E笠＋AH'nn ・ .  • (12) 
と表すことができる。



また，（9）の両辺に叶°)＊を掛けて積分して整理すると

H'jn 
a;= ]□戸］ U * n) 

H'jn = J叫O)*fl’叫°油＝vlR'ln) (j* n) 
を得る。

さらに，（5）に規格化条件を適用し， Aの1次の項についての要請を考慮して

二＋J刷＊炉dr= 0 
を得る。 (15)に(8)を代入して叫°)の規格直交性を考慮すると

% ＋□□＝0 
を得る。 これはanが純虚数であることを示すので

an = i0 
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(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

とおくことができる (0は実数）。 これを用いて叫を入の 1次までの近似で表すと

を得る。 これは

としてよいことを示す。

叫＝ e“°誓＋心ai叫゚）
iキn

an= 0 

このようにして， 1次摂動の範囲での波動関数として

叫＝誓＋入こ H'ln 

口i,;,n 
山•
(0) 

(18) 

(19) 

(20) 

を得る。誼’をあらためてV’と書くことにすると， 1次摂動までの固有エネルギーと固有関
数を

と表すことができる。

烏＝ E~O)+ V'nn 

叫＝饂＋こ v'inui(°)

註n□
V'in = J叫O)*V’誓 dr= (ijv'ln) 

ここでn=1の状態について考察する。簡単のため

とする。 E四ーEi(°)を，

を得る。

V'11 = 0 
iに依存しないk―1で置き換えれば，

叱＝（1+kV’)叫0)

次に，変分法を使ってKの値を最適化する。

(25)の叱を用いたエネルギー期待値£は

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 
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c = fu;（H。+V’)叱dr~ E四＋（k+k*)IT]+二 (1|V’H。V'll)”出dr 三

1 + lkl2口［］

=E四＋（k+k*)IT]＋□(1|V'（口）叫1) (26) 

と表される。

k = ae沿 (a=I= O) (27) 

とおいて

旦＝ーロニニsino= 0 (28) 

より

o=O (29) 

とすればよいことが分かる。つまりKは実数である。さらに

旦＝20:□＋二(1|V’([TI）叶1)= 0 (30) 

より

k=a=- □□ 
他（二）叫1)

(31) 

を得る。これが最適化したKである。これにより，次式を得る。

E1 :s; Ei°) - 二
伸'(二）叶1)

(32) 

1) 二～□三□に入る適切な文字式を書け。
2) (8)のようにゅ炉を凡の固有関数系｛叫°)}によって展開してよいのはなぜか。その理

由を答えよ。

3) (18)を，如何なる近似を用いるかを説明しつつ導出せよ。

4) なぜ(19)のように決めてよいのかを説明せよ。

5) (25)を導出せよ。なお，

こ|i〉〈ii=1 (33) 

i 

を用いてよい。




